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Resumen

En la construccion del espacio-tiempo afin de Galileo se considera la existencia de los sistemas
de referencia inerciales (SRI), siendo estos una base para la gravedad newtoniana. La ausencia
de verificacion experimental de los SRI y la universalidad de la gravedad motivan la transicion
hacia un espacio-tiempo como variedad diferenciable en el que la gravedad estd geometrizada.
Esto conduce a la teoria de Newton-Cartan (INC) [1], [2], la cual al mantener la nocion del
tiempo absoluto, usa dos tensores “métricos’. Las ecuaciones fundamentales se obtienen ini-
cialmente mediante un andlisis en el que se distingue entre un SRI y un SRnl. A partir de estos
resultados heuristicos, se postulan los axiomas de forma completamente covariante. Finalmente,
las soluciones de la TNC incluyen a las de la gravedad newtoniana solo bajo la condicion de
rotacion absoluta de Trautman.

1. Espacio-tiempo afin de Galileo

El espacio-tiempo de Galileo en su version afin se construye bajo la nocion de tiempo absoluto, el
teleparalelismo espacial y el principio de relatividad de Galileo, véase la Figura 1.
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Figura 1: Espacio-tiempo afin de Galileo (2+1)-dimensional. Dos observadores inerciales v y w pueden describir el mo-
vimiento de una particula cuya linea de mundo ~ intersecta en (), v(t1) y v(¢2) en los espacios de eventos simultaneos
de t = %y, t1 y t2. Cada uno de estos espacios preserva el producto interior (-; -).

Solo asi, se deriva la siguiente estructura del espacio-tiempo:

Definicién 1. Un espacio-tiempo de Galileo es un terna (A% 7 (-;-) con un mapa lineal

preim_(0) )
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un producto interior sobre el espacio vectorial preim_(0). []
Esta definicion excluye la nocion de reposo absoluto, haciéndola dependiente del observador. En par-
ticular, los observadores inerciales se definen segun:

Definicion 2. En un espacio-tiempo de Galileo, un observador es inercial si su linea de mundo es una
curva de la forma,

aS

(t) =z + 1, (1)
donde t € R:... que cumple 7(t) = 1. Il

Para problemas gravitacionales, la teoria de Newton es aplicable unicamente cuando se formulan en
SRI, los cuales en este modelo estan caracterizados por t.

2. Fenomenologia y principio de equivalencia

La fenomenologia resalta la comprension de los fenOmenos a partir de sus apariencias. En este
contexto, los SRI presentan una dificultad, ya que no son empiricamente observables, sino que son
abordados de manera aproximada. Asi, requerimos una reformulacion de la teoria que elimine a los
SRI y sea valida para cualquier observador.

Debido a la universalidad de la caida libre (afecta a todos los cuerpos y es valida para todos los ob-
servadores), los sistemas de referencia mas generales posibles seran aquellos precisamente en caida
libre. Todas las particulas en caida libre seran redefinidas como particulas libres; por consiguiente, la
gravedad como fuerza quedara excluida.

Fenomenologicamente hablando, la gravedad “es” el conjunto de todas las trayectorias de los cuer-
pos en caida libre. El estudio de la gravedad entonces debe estar en el estudio de las trayectorias de 1os
cuerpos en caida libre. Luego, si generalizamos la recta afin de una particula libre a una geodésica en
un espacio-tiempo como variedad diferenciable, encontraremos que la gravedad queda codificada por
los coeficientes de conexion definida a partir de la geodésica. Todo este nuevo planteamiento resulta
en la reformulacion siguiente:

Axioma 1. Una particula libre es aquella que se mueve uniformemente sobre una curva geodésica
del espacio-tiempo. []

3. Geometrizacion heuristica de la gravedad newtoniana

Usando coordenadas cartesianas (¢, ) en un SRI, la ecuacion de una particula libre es
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con ¢ = ¢(t; ) el potencial gravitatorio. Dado que la ecuacién 2 representa una geodésica, se reco-
noce que los coeficientes de conexién no nulos son I'y, = J;¢.

Empleando las transformaciones del grupo de linea de Galileo, en las coordenadas cartesianas (¢/, 2)
para un SRnl también se puede llegar a identificar los coeficientes de conexion [3]. Aquellos no nulos
son

e = Dhg = Ay;(t = b)Ap;(t' =), (3)
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donde b es el desplazamiento temporal, A;; una componente de una matriz de rotacion, " una com-

ponente de la traslacién espacial y ¢’ el potencial gravitatorio visto por el SRnl.

La ecuacion necesaria para heredar la gravitacion de Newton es aquella que relaciona ¢, o sea, los
coeficientes de conexion obtenidos arriba con la ecuacion de Poisson. Tanto para un SRI o un SRnl,
dicha ecuacion es

Ry = 4nGp, (5)

donde R es la unica componente no nula del tensor de Ricci, G 1a constante de gravitacion universal
y p la densidad de masa generadora del campo gravitatorio.

El abordar un espacio-tiempo como variedad diferenciable exige, naturalmente, el paso del mapa
reloj y el producto interior (-; '>preim (0) hacia una 1—forma cerrada 7 y un tensor h de tipo (2;0) tal

que sea simétrico con signatura (0, 1, 1, 1). Dichos tensores satisfacen

Ademas, el tensor A induce una subida de indices que conlleva a deducir tanto desde un SRI cuanto
desde un SRnl: . o
(2 ] 1

Ry\0w=HRy,- (7)

4. Teoria de Newton-Cartan

Desprendiendo el uso de los SRI por ser inexistentes en la fenomenologia, elevamos los resultados
geométricos de la heuristica a una forma completamente covariante. Asi postulamos [4]:

1. El espacio-tiempo es una variedad de Newton (3+ 1)—dimensional (M; 7; h; V), donde 7 € (M)
es una 1-forma cerrada, h € F(Tg/\/l) es un tensor simétrico con signatura (0,1,1,1) y V es una
conexion compatible con 7 y h. Ademas, se satisfacen

14 o 0}
T, =0, R",°, =R°,",.

2. Las medidas temporales son definidas a partir de 7, mientras que las medidas espaciales se hacen a
partir (3)h, inducidas por h.

3. Las ecuaciones de campo de Newton-Cartan son

4. Las particulas libres se mueven sobre geodésicas tipo tiempo de V.

5. Sobre cada evento del espacio-tiempo y dado un vector tipo tiempo u, solo existe un campo vecto-
rial de referencia que pase por este evento con una velocidad paralela a w.

Para identificar a las conexiones de Galileo se introduce un campo vectorial de referenciav € X(M)
que cumpla 7(v) = 1. Luego, se construyen la métrica covariante espacial h,y la forma de Newton-
U

Coriolis © € T'(TY M) como
Q= 2(V 07 )y 9)

De este modo, se demuestra que los coeficientes de la conexion de Galileo son
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con 7' la torsién de V.

5. Teoremas de recuperacion

La recuperacion total de la gravitacion newtoniana, solo sera posible si ademas de los postulados de
arriba se exige que la variedad de Newton sea espacialmente plana y el tensor de curvatura cumpla

R" s =0. (11)

La condicion anterior se conoce como condicion de rotacion absoluta de Trautman. De esta manera
se garantiza la existencia de un campo vectorial de referencia rigido v libre de vorticidad (w = 0) y
una funcidn local ¢ sobre M tales que cumplen:

1. ¢ satisface
U U
V,.VHte=4rGp, (12)

v
donde V la conexion de Galileo libre de torsion (7' = 0) con forma de Newton-Coriolis nula .

2. Una curva tipo tiempo - parametrizada por el tiempo absoluto es una geodésica de V si1y solo si

U

(Vi4) = V6. (13)

Sin imponer el criterio de Trautman, se obtiene el teorema de Kiinzle-Ehlers, cuyas soluciones ad-
mitidas incluyen a la gravedad newtoniana, aunque en general no poseen un analogo newtoniano.

6. Conclusiones

El problema fenomenologico de formular al espacio-tiempo afin de Galileo reside en su considera-
cion de SRI. Esto se supera geometrizando la gravedad, la cual tiene lugar en virtud del principio de
equivalencia y permite una formulacion covariante. Los axiomas de la TNC se obtienen elevando los
resultados heuristicos en el que se ha dispensado por completo a los SRI. La recuperacion de la teoria
newtoniana solo se da bajo la condicion de rotacion absoluta.
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